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Resumo:

Neste texto, s&o revisados alguns métodos que tém sido usados na resolucéo de problemas de programagao quadratica.
Séo apresentados também exemplos de otimizagdo de carteiras de renda variavel. A principal vantagem da programacgao
quadratica esta na possibilidade de garantir condi¢des de ndo-negatividade para as variaveis. Na anélise financeira, este
tipo de restricao corresponde a carteiras “long only” — ou seja, sem incluir venda a descoberto.

Abstract:

In this paper, some methods that have been used in solving quadratic programming problems are reviewed. Examples of
optimization applied to portfolios with equities are also included. The main advantage of quadratic programming is the
possibility of attending non-negativity restrictions for the variables. In financial analysis, this type of restriction corresponds
to "long only" portfolios — that is, without short selling.
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Introdugao

A andlise quantitativa de investimento financeiro (“portfolio analysis”) é uma aplicacdo
importante da otimizacdo de fungdes quadraticas sujeita a restricdes lineares
(programacdo quadratica), que, por sua vez, € uma area bem estabelecida em
matematica aplicada e métodos numéricos. A solugao deste tipo de problema, como se
sabe, pode ser obtida por métodos tradicionais de analise matematica (célculo
vetorial). A principal vantagem da programacdo quadratica esta na possibilidade de
garantir condigdes de nao-negatividade para as varidveis. Na andlise financeira, este
tipo de restricdo corresponde a carteiras “long only” — ou seja, sem incluir venda a
descoberto.

Neste texto, sdo revisados alguns métodos que tém sido usados mais recentemente na
resolucdo de problemas de programacdo quadratica. Sdo apresentados também
exemplos de otimizacdo de carteiras de renda varidvel. Na Secdo 1, estao colocados os
fundamentos da otimizacdo quadratica sujeita a restricoes lineares. A Secdo seguinte
apresenta um dos métodos mais eficazes na solugao deste tipo de problema.
Posteriormente, na Secdo 3, problemas de otimizacdo incluidos no tradicional modelo
média-variancia sdo apresentados. A Ultima Secdo desenvolve exemplos destes
problemas com ativos de renda varidvel, e algumas conclusdes sao apresentadas ao
final

1. Otimizacgao de func¢ao quadratica com restri¢oes lineares (programacao quadratica)

A funcdo quadratica a ser otimizada, com varidveis incluidas no vetor x, é representada
de forma geral por f(x) = c"x + % x" Q x (a fracdo é incluida por conveniéncia, e ndo
altera o desenvolvimento). Os vetores c e x tém dimensao (nx1), e Q é uma matriz
simétrica (nxn).
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Problema de otimizag¢do convexa

Este tipo de problema ocorre quando a funcdo-objetivo é convexa e, adicionalmente,
as restricdes definem um conjunto convexo — o que se verifica quando as restricdes sdo
lineares. A func3o-objetivo f(x) é convexa quando x” Q x = 0 para qualquer vetor x (a
matriz Q é positivamente semi-definida). Quando o problema de otimizacdo é convexo,
se existir uma solucdo vidvel (que satisfaz as restricdes) entdo existe necessariamente
uma solucdo otima — o problema é “bem definido”. Em geral, esta propriedade esta
presente nos modelos de investimento financeiro.

Relag¢do entre programacao linear e quadratica

A partir da década de 1980, foram exploradas mais profundamente as rela¢Ges entre a
solugdo de problemas lineares de otimizagdo (programagao linear) e de otimizagao
guadratica. Isto porque métodos de solu¢do usados em problemas ndo-lineares se
mostraram mais eficientes na programacao linear do que os métodos tradicionais
(Cornuéjols & Tutlincl, 2006; Nocedal & Wright, 2006). Assim como ocorre na
programacao linear, os problemas de otimiza¢do quadratica possuem uma versao
original (primal) e a vers3o dual correspondente.

Problema de programacao linear na forma padrao:

Min: c" x, sujeitoa Ax=b,x>0,A e R™",
X

O problem dual:

Max: b"y, sujeitoa ATy +s=¢, s 2 0.
v, s

(Restricdes de ndo-negatividade sobre y ndo sdo incluidas.)

Funcdes de Lagrange e condi¢des de primeira ordem (KKT):
Primal: Z(x, y,s) =c'x—y " (Ax—b) —s"x;
ATy+s—-c=0;Ax—-b=0;s;x;=0,V i (x, ) =0.
Dual: Z(x, y,s)=b"y—x"(ATy + s — ¢);
ATy+s—c=0;Ax—-b=0;six;=0,V i (x,s) 0.

Podemos constatar que, nas duas versdes (primal e dual) de um problema linear de
otimizacdo, as condicOes de primeira ordem sdo iguais. Um desenvolvimento
semelhante se aplica aos problemas de programacao quadratica (Gondzio, 2016).

Problema de programacdo quadratica com restrices de igualdade:

Min: c"x + % x" Qx, sujeitoa Ax=b, x> 0.
X



Fonseca — Otimizagdo de func¢des quadraticas

O problema dual:

Max: by — % x"Qx, sujeitoa A’y +s—Qx=c, (x, s) > 0.
XV, S

No problema primal de otimizacdo convexa, as fun¢des de Lagrange e condicGes de
primeira ordem (KKT) sdo:

Ix,y,s)=c’x+%xTQx—y " (Ax—b)—s"x;

ATy+s—Qx—-c=0;Ax—b=0;six;=0, Vi (x,s)>0.

2. Método numérico de solugdo: “Interior point”

Para levar em conta as desigualdades (condi¢Ges de ndo-negatividade) no problema de
programacdo quadratica (primal), uma fungdo que inclui a soma dos logaritmos das
varidveis x; (— 1 Zi=1" In x;) é introduzida na fungdo-objetivo. As condi¢Ges de primeira
ordem, incluindo esta funcdo logaritmica, sdo:

ATy+uXte—-Qx-c=0;Ax—b=0;onde: X =diag {x1, X2, ..., Xn}; el =
(1,1, ..., 1).

Levando em conta a primeira condi¢do KKT no problema original (Sec¢do 1), temos:
s=uXle,ouXSe=pe;ondeS=diag{s1, 2, ...., Sn}

Portanto, na solucdo étima (com XSe = pe), temos pn=s’ x/ n. Esta especificacdo para
[ [

1 é usada nas iteragdes do método numérico. A forma geral para as condigdes de

primeira ordem no problema transformado sdo:

ATy +s—Qx—c
F(x,y,s) = Ax —b =0
XSe — ue

Este sistema ndo é linear devido ao terceiro conjunto de equagbes, mas ele pode ser
resolvido através do método de Newton. A matriz para as condi¢Ges de primeira ordem
(matriz jacobiana) é:

—Q AT I
A 0 0
S 0 X

Portanto, dado um vetor inicial (ponto no conjunto viavel) (x°, y°, s°), encontramos a
direcdo determinada pelo método de Newton, (Ax, Ay, As), resolvendo o sistema de
equacoes lineares:

—-Q AT I1[Ax ATy+s—Qx—c
A 0 O0||Ay|= Ax—b
S 0 XllAs XSe — ue
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Com o objetivo de permitir alteracdes na direcdo de Newton obtida em uma iteracgdo, é
introduzido um fator o € (0, 1] no lado direito no terceiro conjunto de equacgbes: XSe —
o ne. Este procedimento permite encontrar solugdes (pontos) em determinada trilha
(“path”) na regido viavel, ou seja, atendendo as condi¢des de ndo negatividade —em
principio, a direcdo de Newton poderia nos levar para fora dessa regidao. Da mesma
maneira, nas iteracdes numéricas, € introduzido um fator a. € (0, 1] que multiplica os
elementos do vetor (Ax, Ay, As) para encontrar um novo ponto (x¥, y¥, s¥) na trilha
vidvel — ou seja, este fator permite controlar a magnitude do movimento, e garantir
gue a trilha seguida continue na regido viavel (sem valores negativos para x e s, embora
a mesma restricdo nao esteja presente no vetor y).

Uma vez que um aspecto central deste método numérico €, em todas as iterages,
permanecer restrito ao interior da regido viavel, determinada pelas restrigdes do
problema, este método é conhecido como “interior point”.

3. Modelo média-variancia de otimiza¢ao de carteiras

Os fundamentos deste modelo foram desenvolvidos na década de 1950 por H.
Markowitz, professor de economia na Universidade de Chicago. Existem diferentes
versoes desta analise quantitativa de investimento financeiro, e nem todas
correspondem a problemas de programacdo quadratica. Outra dificuldade é que, em
algumas versdes, estao presentes restricoes lineares com desigualdades, no lugar de
igualdades — por exemplo, x” Er > r,, onde o vetor x representa uma carteira, o lado
esquerdo contém o retorno esperado dessa carteira, e o lado direito um valor minimo
para esse retorno.

Em particular, dois problemas de otimizacdo baseados no modelo média-variancia tém
recebido maior atengao de profissionais e pesquisadores na area de finangas: achar a
carteira com menor risco global, e aquela com a maxima razdo de Sharpe (Da Fonseca;
Da Fonseca & Oliveira, 2024). No primeiro caso, os retornos médios dos ativos ndo sao
levados em conta — apenas sdo considerados os riscos (ou volatilidades) e as
covariancias —, e este é um problema bem definido de otimiza¢do convexa. O segundo
problema, na sua forma tradicional, busca determinar a carteira tangente (maior
inclinacdo) na fronteira de carteiras eficientes, o que ndo corresponde propriamente a
um problema de programacdo quadratica. Uma alternativa consiste em usar, como
ponto de partida, solucbes obtidas através de métodos tradicionais do célculo, que, no
entanto, ndo asseguram que as carteiras sejam “long only” —isto é, sem coeficientes
negativos. Estes dois problemas estdo especificados a seguir.

Carteira de minimo risco global

Neste problema, V é a matriz de varidncias e covariancias dos ativos representados no
vetor x.

Min: % x” V x; sujeitoax’e=1; x> 0.
X
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Quando as restricoes de ndo-negatividade ndo sdo incluidas, este problema pode ser
resolvido pelo calculo vetorial (Da Fonseca, 2022). A solugdo é:

x*=(1/a)V7le; onde: a = e’ Vle.

Um aspecto importante é que esta solugao, adaptada para eliminar coeficientes
negativos, pode ser usada como ponto de partida para o método numérico de “interior
point”.

Carteira na fronteira eficiente (minimo risco) com retorno médio especificado

I\ﬁl(in: % x"Vx; sujeitoax’e=1;x"Er=rg x20.
Neste procedimento, o valor r. é especificado pela solu¢gdo encontrada em uma etapa
anterior, através do calculo vetorial, para a carteira tangente na fronteira eficiente.
Além disso, esta solugao do cdlculo, adaptada para eliminar coeficientes negativos,
pode ser usada como ponto de partida para o método de “interior point”. A solucdo
para a carteira tangente sem restricoes de ndo-negatividade é:

x*=V1(Er-rre)(b—ar)™™

Nesta solugdo, a tem a defini¢do acima, b = (Er)" Ve, e rré o retorno de um ativo sem
risco.

4. Exemplo de otimizacao convexa aplicada a analise financeira

Neste exemplo, sdo incluidos seis ativos de renda varidvel disponiveis no mercado
brasileiro entre 2018 e 2022 (posteriormente, a empresa Energias do Brasil S. A. fechou
seu capital): ABEV3, CPFE3, ENBR3, RAIL3, WEGE3, IVVB11. Os retornos médios,
variancias e covariancias foram estimados a partir de taxas calculadas para cinco dias
Uteis (e ndo taxas diarias), o que contribui para que os resultados obtidos sejam mais
consistentes. Todas as estimativas (matriz V e vetor Er) estdo colocadas em base anual.

Matriz V:

ABEV3 0,100 0,027 0,023 0,033 0,028 0,007
CPFE3 0,027 0,071 0,029 0,026 0,013 -0,011
ENBR3 0,023 0,029 0,040 0,022 0,017 -0,005
RAIL3 0,033 0,026 0,022 0,109 0,032 0,000
WEGE3 0,028 0,013 0,017 0,032 0,133 0,018
IVVB11 0,007 -0,011 -0,005 0,000 0,018 0,040

Vetor Er:
ABEV3 0,198
CPFE3 0,276
ENBR3 0,238
RAIL3 0,049
WEGE3 0,054
IVVB11 0,057
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Carteira de minimo risco global

a) Solucdo sem restricdes de ndo-negatividade (calculo vetorial):

Minimum-risk portfolio
ABEV3 -0,0015 Varp
CPFE3 0,1539 0,0159
ENBR3 0,3237 12,61%
RAIL3  0,0483
WEGE3 -0,0136 Erp
IVVB11 0,4892 0,1488

1

b) Solucdo com restricGes de ndo-negatividade (método de “interior point”):

Initial solution (x°)

ABEV3 0,049
CPFE3 0,154
ENBR3 0,324
RAIL3 0,048
WEGES3 0,036
IVVB11 0,389

1

Solution with inequality constraints (QP)

ABEV3 0,0019 Var p
CPFE3 0,1527 0,0159
ENBR3 0,3182 12,62%
RAIL3 0,0449
WEGE3 0,0005 Erp
IVVB11 0,4818 0,1480

1

Para efeito de comparacdo, a solugdo para o mesmo problema, encontrada através do
Solver (programa Excel), aparece a seguir.

Solution with inequality constraints (Solver)

ABEV3 0 Var p
CPFE3 0,1531 0,0159
ENBR3 0,3191 12,62%
RAIL3 0,0452
WEGE3 0 Erp
IvvB11 04826 0,1480

1
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Carteira tangente na fronteira eficiente (maxima razdo de Sharpe)
a) Solucdo sem restricoes de ndo-negatividade (calculo vetorial):

Solution without inequality constraints

a= 62,88 ABEV3 0,0910 Varp
b= 9,355 CPFE3 0,3690 0,0389
b-arf= 5,582 ENBR3 0,6853 19,71%
rf= 0,060 RAIL3 -0,2375

WEGE3 -0,1230 Erp
IVVB11 _ 0,2151 0,2769

1
b) Solucdo com restricGes de ndo-negatividade (método de “interior point”):

Initial solution (x°)
0,0910
0,2690
0,4853
0,0100
0,0100
0,1352

1

Solution with inequality constraints (QP)
ABEV3 0,0023 Varp
CPFE3 0,4509 0,04104
ENBR3 0,5466 20,26%
RAIL3 0,0001
WEGE3 0,0002 Erp
IVVB11 0,0004 0,255

1

Nesta solucdo, o retorno médio da carteira (Erp) foi especificado com valor um pouco
abaixo daquele obtido na solugcdo sem restricdes de ndo-negatividade (r. = 0,255). Com
esse recurso, pode ser obtida uma solucdo aproximada para a carteira de maxima razao
de Sharpe em um problema de programacdo quadratica. Para efeito de comparacdo, a
solugdo para o mesmo problema encontrada através do Solver esta colocada abaixo.

Solution with inequality constraints (Solver)

ABEV3 0 Varp

CPFE3 0,4482 0,04103

ENBR3 0,5518 20,26%
RAIL3 0

WEGE3 0 Erp

IVVB11 0 0,255

1

A partir de certas propriedades do modelo média-variancia (Da Fonseca, 2022), as
solugdes de minimo risco global e de maxima razao de Sharpe permitem representar as
regioes de carteiras eficientes, que estdo representadas no Grafico.

—9_
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Regides de carteiras eficientes para as solugées encontradas.

Notas: a) Linha escura — solugGes sem restricdes de ndo-negatividade; linha clara —
solugcdes da programacdo quadratica.
b) Ponto verde: carteiras de minimo risco global; pontos laranja: carteiras de
maxima razdo de Sharpe.

5. Consideracgoes finais

Nos problemas de otimizacdo de funcdes quadraticas com restri¢oes lineares, a
principal vantagem da programacado quadratica, em relacdo aos métodos tradicionais
baseados no cdlculo, esta na possibilidade de garantir condi¢des de ndo-negatividade
para as variaveis. A analise quantitativa de investimento financeiro é uma aplicacdo
importante deste tipo de problema e, neste caso, as restricdes de ndo-negatividade
correspondem a carteiras “long only” — ou seja, que ndo incluem venda a descoberto.
Neste texto, é feita uma revisdo de alguns procedimentos numéricos que tém sido
usados na resolucdo de problemas de programacao quadratica. Para ilustrar os
métodos apresentados, sdo desenvolvidos exemplos de otimiza¢do de carteiras com
seis ativos de renda variavel.

—10-
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